Feladat 1. Tekintsiik a 27,5 gytrit. Hatarozza meg ennek a gytrtinek az idealjait,
és rajzolja fel az idealhalot.

Megoldas: Ennek a gytirtinek az additiv csoportja ciklikus, 2 generalja. fgy
négy additiv részcsoport van (a Z, csoportnak annyi részcsoportja van, ahdny
pozitiv osztdja van n-nek): {0}, [6] = {0,6}, [4] = {0,4,8}, [2] = {0,2,4,6,8,10}.
(Itt a szOgletes zardjel generdlt additiv részcsoportot, és nem generélt részgytiriit
jelol.) Mindegyik részgytir(i, mert zért a (belsd) szorzdsra. Mindegyik idedl is, mert

zart a kiilsé elemmel vett szorzdsra. Az idedlhalé:
(2]

[4]

{0}

Feladat 2. Adjon olyan nemtrividlis gytirtit, melyen az x +— 22 leképezés gytiriiho-
momorfizmus.

Megoldas: A legegyszeriibb példa Zs, ahol ez a transzformécié identikus. Szintén
jok a zérégytiriik, amelyekre a négyzetreemelés a trividlis (mindent 0-ba vivd) endo-
morfizmus. Emellett jé lesz minden olyan kommuativ gytirii, ahol teljesiil a 2zy = 0
azonossig, példaul Zs[x].

Feladat 3. Mely pozitiv egész n-ek esetén van a Z,, gyliriinek nemtrividlis (vagyis
nemidentikus) automorfizmusa?

Megoldas: Semelyikre. Gylir{iautomorfizmus ugyanis (multiplikativ) egységelemet
egységelembe visz, hiszen

lo-a=1lp-(ap o =1 ap Np=ap 'p=a,

és egységelembdl csak egy van gyliriiben. Ha viszont ¢ fixen hagyja az 1-et, akkor
fixen hagyja az 1 altal generalt részgytriit is, ami pedig maga Z,.

Feladat 4. Igazolja, hogy minden primrendi gy{iri kommutativ.

Megoldas: Legyen a egy nemzéré elem a p rendti R gytirtiben. Ekkor a generalja
R additiv csoportjét, igy R = {0,a,2a,...,(p—1)a}. Igy van olyan 0 < ¢ < p—1,
melyre a? = ca. Ekkor minden z,y € Z esetén za - ya = xy - a®> = yx - a*> = ya - za,

igy R kommutativ.

Feladat 5. Igazolja, hogy minden R gylirii esetén
R[] 2 (R[r))>2.

Megoldas: Legyen

oo o oo ap b X apz® B brak
(R0 o RV, w08 )t (SR SR ).

Ez jol lathatéan bijekcid, és az R?*?[x]-re vett megszoritasdnak képe (R[z])?*2.

Elég tehét beldtni, hogy ¢ gylirthomomorfizmus. (Azért a hatvanysoron definidltuk
a t-t, hogy nem kelljen a szdmoldsnél bajlédni még egy véltozéval.)
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Mind az 6sszeaddssal, mind a szorzassal valé felcserélhetdség egy természetes—bar
némileg maceras—szamolassal igazolhato:
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Feladat 6. Legyen U egy n elemi halmaz. Igazoljuk, hogy

(PU),Aid,N) 2 Z5.
Megoldas: Legyen U = {1,2,...,n}, és legyen
n:Zy = PU), (x1,...,2,) = {i: x; =1},

ez nyilvan bijekcio.

Az 6sszeadassal val felcserélhet6ség:

(@1zn) + Wy = (21 + Y1,y ={i: 2y =1} =
{fitei=lLy=0U{ita; =1y =0t={i:m=Un{i:y=1Hu{i: g, =1}Nn{i: 2, =1}) =
(@1, s )0 (YY) UG g 0 (@1, 2n)n) = (@1, 207 A (Y1, YD

A szorzassal val6 felcserélhetOség:

(1, zn) - (Y1, Yn))n = (X1Y15 - Ty = {0 2y = 1} =
{iti=yi=1={icx; =1 Nn{i:yi=1} = (z1,...,20)0 O (Y1,-- -, Yn)n



Mivel a Z% gyliriiben minden elem (additiv) inverze énmaga, a P(U)-ban is
az additiv ellentétet identitdsnak kell vdlasztani, hogy a (P(U), A, —,N) struktira
izomorf legyen a (Z%,+, —, -) strukturdval.

Azt nem kell kiilon bizonyitani, hogy (P(U), A, id,N) gytir. Ha két struktira
izomorf-vagyis alaphalmazuk ko6zott van olyan bijekcid, amely minden mivelettel
felcserélheto—akkor ugyanazokat a tulajdonsagokat teljesitik, tehat ha az egyik
gylri, akkor a masik is.



